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anais “’1@1 Esempi di studio del grafico di una funzione

A :
{unz/l primo esempio

Studiamo la seguente funzione y=

x2—9

si pone il denominatore diverso da zero perché la

e ricerca del dominio funzione assegnata & una funzione fratta: b - BtE 5
x2-9#0 -~ x#43 - VxeR-{+3} -3 +3
Cog T-u 3 [ U] “3_,5LUJ3)TWL
si pone la funzione maggiore di zero e si studia la disequa- . -

o studio del segno

zione individuando le regioni di piano dove la funzione
esiste ed & positiva o negativa. Si cancellano le regioni di
piano dove la funzione non esiste:

x>0 x>0
el = TR {x<—3Ux>3

x2 -9

+3f

[ o s ]

>

- + - +

e studio delle interse-
zioni con gli assi
cartesiani

dall'osservazione del grafico dello studio del segno & evi-
dente che la funzione ha un solo punto di intersezione
con gli assi, coincidente con I'origine (0,0). gt P oo
Solo come esercizio algebrico, studiamo Fintersezione AT i
della funzione con 'asse x:

x
Y =G oy e -
{y:?)z 9 —»xz_g—O - x=0 - P(0,0)

e I'intersezione della fanzione con l'asse y:

s
{  xZ-9 S y=% - y=0 - P(0,0)
x=0 -

e studio delle simmeirie

dall'osservazione del grafico dello studio del segno & evidente che la funzione non ¢ pari men-

tre potrebbe essere dispari. Verifichiamolo algebricamente sostituendo Ia x con -x nel testo
della funzione e sviluppando i calcoli:

. e . e, uindi f(—x) = & pari
f(_x)—(-—x)z—gmxz—-‘) con =x2-—9 quindi f(—x) # f(x) e non & pari

Verifichiamo se la funzione ¢ dispari raccogliendo il - nell'espressione di f(—x):

4
f(~x) = e —(xzx_ g) = —f(x) quindi la funzione & dispari

e ricerca degli asintoti
verticali

si calcola il limite sipistro e destro della funzione per x che
tende ai punti +3 individuati con la ricer-

ca del domini@ j'"ﬁ,"3£u:\“3)3£ Uls, teof
lim a z

23~ x2 -0

=-00 e [lim = =00

=43~ x2 —-9Q

X
= - 00 e lim =400
T x—++3* x%2 —9Q ¥

lim ———
x»-3+ x2 —9
esistono due asintoti verticali di equazione

x=-3 e x=+4+3

vi4g

© 2013 - www.matematika. it




analisi _15 Esempi dj Studio de| grafico di ynq funzione

3 A, Qg\: g —/L\O
K= on - QoKL ~x o X =
x KV~ XB Kﬂ'f‘ X Jt

——— e i ——
Xo- xZ g :E-g-:m xz2_-g =0

® ricerca degli asintoti
orizzontaqlj

NN
I'asse delle x dj €Quazione y = ¢ & un as toto Orizzonta)e

per la funzigne Siaa —co che 4 +oo

La presenza dell'asintotg Orizzontaje g
la presenzg dell'asintoto obliquo

—C0 @3 }op esclude

® studio dellq Monotonig

e dei punti dj massimo
e Minimo

~x%-9 5
(x2 - 9)z >'0"{(:(:2-9)2';-0 -

ativa e
decre-

la derivaty & Sempre neg,
quindi |5 funzione &
Scente, Nop esistong massimj e
minimk) NN

& 3 0o it

. . impossibile
St risolye j] Sistema — {V ¥ER—~ {13}

® studio dejlq concavitg

€X > +3 e quingd; la funzigne ha
e dei punti dj flesso

concavity verso l'altq,

Esiste yn puntg
X =0, p

=0 - flesso 0.0

) Stral” oM &€ woy) &
OBALMEWIS Do

SCapm Q@Lﬁ:m 7

S’&oiem%ou e

bt Gy

sl traccig jj Brafico deljz funzione
tenendo conto dj tutt risultat;
Oottenuti precedentemente.

Per una Mmaggiore Precisione gj
Possono calcolare le Coordinate g
alcuni puntj della funzigne
attribuendp gJ)5 % valori

114 ©2013 - wum.mufemaﬁka- it
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anals Esempi di studio del grafico di una funzione

L

— 7?5 —_secondo esempio [, )

xz

Studiamo la seguente funzione Y=

1—x

e ricerca del dominio

si pone il denominatore diverso da zero perché la
funzione assegnata & una funzione fratta:

1-x#0 - xz41 - VxeR - {+1}

Cloe j-wj/‘ [U:fof-ooﬂ

+1

¢ studio del segno

si pone la funzione maggiore di zero e si risolve la dise-
quazione individuando Je regioni di piano dove Ia funzio-
ne & positiva o negativa. Si cancellano le regioni di piano
dove la funzione non esiste:

x>0 xeR~—{0}
>0 = [1—x>0 ~ {V x<1

1—=x

+ 0 + +1 .

\‘f

1A

e studio delle interse-
zioni con gli assi
cartesiani

dall’osservazione del grafico dello studio del segno & evi-
dente che la funzione non attraversa gli assi, ma presenta
un solo punto di contatto coincidente con l'origine (0,0).

Solo come esercizio algebrico, studiamo I'intersezione
della funzione con I'asse x:

=2
{y"a-x —~>f;;=0 = x=0 - P00
y =

e I'intersezione della funzione con I'asse P

rio

12
L=1‘:; ~y=2 > y=0 > p@o)
=0

e studio delle simmetrie

dall’osservazione del grafico dello studio del segno & evidente che la fanzione non presenta
simmetrie. Verifichiamolo anche algebricamente sostituendo la x con - x nel testo della

funzione e sviluppando i calcoli:

(__x)z _ xz xz
1-(-x) 1+x

fl=2) =
f(=x) # f(x) Ilafunzione non & pari

F(—x) # —f(x) lafunzione non & dispari

con fcx):m quindi

® ricerca degli asintoti
verticali

si calcola il limite sinistro e destro della funzione per x che

tende al punto +1 ('106[50‘@ o IV
UJ’LWC@;CZ X domingg  dilly fwhj‘;\-&)
i ——— = e Iim ——=—
TRt s T==

esiste un solo asintoto verticale di equazione x = +1

© 2013 - www.matematika._ it




© ricerca degli asintoti
orizzontali

si calcola il limite delja funzione per x che tende 2

analisi —Esempi di studio de| grafico di una funzione
f\‘i@/

z
X
lim —_ -

= o - e
+ X400 ] — o

££r§‘no 1—-x

—02 e 3 +4-oo;

i+ ¢}

1a funzione non presenta asintoto orizzontale néa —cong 3 +oo

Ha senso ricercare Fasintoto obliquo

si calcolano i valori de] coefficiente angolare m e dell'or-
dinata all’origine ¢ dell'equazione Yy=mx+gq

delfasintoto obliquo : Plupcirio >
. x2 1 5 ok
° ricerca degli asintoti | m = :%iToo Tz -7 =-1 sosTIrUdteng
obliqui 22 x  YESLL NPT
T M Ty, %
la funzione ammette un asintoto obliquo di equazione
y=-—x—1

e studio della monotonia
e dei punti di massimo
€ minimo

la crescenza e decrescenza della funzione si cerca stu-
diando il segno della derivata prima della funzione, cioe
si calcola la derivata prima e la si pone maggiore di zero,
ciod f'(x) > 0:

x(2~x)
(1-x)2

x>0
>0 —»{2-x>0
A-x2>0

x>0
—-){ xr<2
VxeR—{+1}

s + ¥ -

——————

------

la derivata & negativaperx < Qe
X >+2 e quindila funzione
decresce; la derivata ¢ positiva per
0<x< +2e quindi la funzione
cresce. Il punto di ascissa x = 0¢
un punto di minimg e quello di
ascissax = +2 aun massimao, Per
trovare le rispettive ordinate bagta
sostituire le ascisse dej punti ne]
testo della funzione:

f(0) =0 - min (0,0)
() =—-45 max(-+2, —4)

® studio della concavitd
e dei punti di flesso

la concavita della funzione si cerca studiando i segno
della derivata seconda della funzione, ciog ponendo
) >o:

2>0

XeR
a-xnx"0 q{fi-*x)"’>0 ”

x<<1

-+

________________
sk >

+1

/
la derivata & positiva perx < +le
negativaperx > +1e quindi la
funzione ha concavity verso I'altg
Per x < +1 e concavitd verso jl
basso perx > 41,
Non esistono puntj di flesso per-

}

chéx =41 &un punto %ew‘,
2one. c

DEFINITA. |

* disegno del grafico

+1 +2

si traccia il grafico della funzione
tenendo conto di tutti i risultati
ottenuti precedentemente,

Per una maggiore precisione sj
possono caicolare le coordinate dj
alcuni punti dejla funzione
attribuendo alla x valori arbitrari
del dominio e calcolandone Je

corrispondenti yj

vig
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it
. Studiare la funzione
,.r+3
f (‘I) == -9

fino alla derivata seconda e tracciarne il grafico. Indicare gli eventua.h punti di minimo, di massimo (relativi o assoluti) e di
flesso.

SOLUZIONE:

CLASSIFICAZIONE. B una funzione razionale fratta ed esponenziale, poiché la variabile indipendente 2 compare sia al denominatore
della frazione che all’esponente della funzione.

DoMINIO. Poiché nella funzione compare una frazione, per determinarne il dominio bisogna porre la condizione che il denominatore
sia diverso da zero, e pertanto si deve avere:

w—2%#0 = m#£2
Il dominio della funzione & Dy =| — oo; 2[U]2; +00].
INTERSEZIONI CON GLI ASSI. Con ['asse y abbiamo:
o= 0 n o= 0
o= e B =

Con ’agse 2 non abbiamo intersezione perché ¢*+3 > 0 Va: € Dy.

Pertanto la funzione interseca gli assi cartesiani solamente nel punto di coordinate A(0; —%

SEGNO.
6115—1-3 0
flz) > 0= o >
Num. > 0& &3 > Oé Va: € Dy
Den. >0é> x—2>0= a>2.
Ossia

f(x) >0 perx E}2;+oob K&F{)? L0 P% X 6] —Oa) 2[:.,
Dallo studio del segno si osserva subito che la funzione non presenta particolari simmetrie.
COMPORTAMENTO DELLA FUNZIONE IN PUNTI PARTICOLARI DEL DOMINIO. I punti importanti, per i quali & utile stabilire il

comportamento della funzione, sono 2, ~co, +o0o.
PRz (
lixn = 400 r——'&——-’
n—2° x 2 O‘f"

Abbiamo che:
lim ki = —o00[ = MW %{j"w
=2~ Y — 2 = -
Avendo ottenuto due risultati infiniti per #: tendente ad un valore finito (da destra e da sinistra), si pud concludere che la retta di
equazione = 2 & un asintoto verticale per la funzione.

Abbiamo che: - g, = oo, /UK/LCQ% Q/ W %QQ 66;11} jffi&)@

)(—A- cux—
Mentre si ha:
Yim {1@-}% :L = )
T——0ou ;:—— — OO —X)

Possiamo concludere che la funzione ammet‘.te come asintoto orizzontale la retta y = 0 quando 2 — —oo0. 3

X
Non vi sono asintoti obliqui pomhé lun L = 400. rm_*—‘@ l\m X) — Q" M \_g,___f_ﬁ_,, f}w ,@h. ¢ — 400
g, g;::i w0 ) KO -2

e+ —2) — et ™3 —3) o

A CES ) N S

STUDIO DELLA DERIVATA PRIMA. Abbiama che:




«-—\[rg,,
/ 9«%%{9 X+3

@@wm\o w(x) X3 yone " nfeina
(f(vo) ¢ (fw “@ma, ) &gffw l\a)’(w)_ ”)
Ie eafeclets e mﬂd‘/@ W()}) Aa\/‘ew\lz L{'(w@) “)@
= Tnolhe () = (x4 = D@—}—D@ 1+0=7]
6)*?/1- /;Q Torema ££.L &%xfa&@n@ Jo0, Wil Do r aﬁﬁ o
m L{) ( ()\> " (X) _ oXt3, /]_:{xw
A@iﬁ@ {;u;):/vm alns w@&?&_ W#GQLCOHQ/‘@ 9( )\ ;%L iijﬁi{)
D)= B e)- Faen il )
& wene ?ﬁm ,@m daf segre - zleftfwaiw = £ & ~
Ho@g;}o Mrendo Ca/\)w he T &) 7 éﬂdf}/ﬂ |
g@”?/wu,n(o/ dolla. dorivata. 4ol ‘7’“@"5’5’/"‘"&/ @ ¢ NiB, D(x - =

~D)-D(2)=1-9= /
gf('?()f.b&w),] (=2 ’?“DC,:QL\ ok a7




Studiamo il segno della derivata prima: poniamo f'(x) > 0, ossia
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